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Bevezetés

Ebben a modulban attekintjik a szamhalmazokat gsaimpont szerint csopor-
tositjuk azokat algebrai, ill. transzcendens szamok

Kulon foglalkozunk a két legnevezetesebb transzeendzammal, &vel és az
e-vel. Levezetiink egy nagyon szép kozelitést a korbe irt szabalyos 2n olda-
|0 sokszb6g keriletének kiszamitasaval. A Buffore-t@probléma néven hiressé
valt modszerrel, kisérletileg is meghatarozzutéket. Ehhez szemléltetésul
segitségul hivunk egy szimulaciés programot isldkgzunk tovabba a mate-
matika egyik leghiresebb problémajaval, a kor néggssitésevel is.

|. Szamhalmazok

Tekintsuk at a szamfogalom kialakulasat éskjseét!

Véges halmazok szamossagai alkotjak a természedemokat. Az Ures halmaz
szamossaga 0, az egyetlen elemet tartalmazo halln&& halmaz szamossaga
azonos, ha a halmazok elemei kdzo6tt kdlcsondsepredyii hozzarendelést
tudunk létesiteni. A természetes szamok halnhz&zamossagat megszamial-

hatéan végtelennek nevezziik.

1. Feladat. Igaz-e, hogy ha Azhalmaz valodi részhalmaBanek, akkor kisebb

a szamossaga?

A természetes szamok halmazaban nem oldhatd6 megead egyenlet, ezéert
bevezették a negativ szamokat. Egyuttesen az egésmk halmazat alkotjak,
jele Z. Itt sem oldhaté meg azonban aa=4 egyenlet, igy bevezették a raciona-

lis szamokat is.

Definicio: Az a szamot racionalis szamnak nevezzik, ha felirhatoekiész

szam hanyadosakén raciondlis szamok halmazanak j&e Q mar zart az

O0sszeadasra és a szorzasra nézve, s mindik&tietre nézve barmely 0-t0l ki-
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l6nb6d racionalis szamnak vaQ-ban inverze az egységelemekre nézve; —

1 : . o
ill. 3 Eb®l kbvetkezik, hogyQ a kivonasra eés az osztasra nezve is zart.

Az 0sszeadas és a szorzas is kommutativ, asszociatelet, és a szorzas az

Osszeadasra nézve disztributiv.

Tétel: A racionalis szamok halmaza azonos a végi@svéqtelen szakaszos tize-

des tortek halmazaval.

Bizonyités:

1. Minden raciondlis szam véges vagy végtelen szalsatizedes tort alakba
irhaté.

Az osztasi maradék kisebb a neMeazl, igy véges szamu lépés utan 0 lesz vagy
ismétbdes kezddik.

2. Minden véges és a végtelen szakaszos tizedeadinalis szam.

A végtelen mértani sor 6sszegképlete racionalisnekat tartalmaz, Q pedig

zart az 6sszeadasra, szorzasra, kivonasra ésragstas

2. Feladat. ird fel két egész szam hanyadosakén?356565656... végtelen

vegyes szakaszos tizedes tortet!

A végtelen, nem szakaszos tizedes tortek nem ralssszamok. Ezeket irracio-
nalis szdmoknak nevezzik. A raciondlis és irradisrsaamok egyutt alkotjak a

valés szamok halmazat. J&e

Cantor bizonyitotta, hogy Q megszamlalhatéan végtelesgornt R nem az, te-

hat nagyobb szamossagu, amit kontinuum szamossagnakink.
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Gytjtémunka: Nézz utdna a kdnyvtarban vagy az internéiegyan bizonyitha-

tok be a fenti tételek.
3. Feladat: Keress irracionalis szamokat!

4. Feladat: Mutassuk meg, hogy/éirracionélis szam!

A matematika két leghiresebb szama, az endis aracionalis.
Felgsbb matematikai eszkdzokkel bizonyithatd, hogy & s cosx figgvények

az x=0 kivételével minden raciondlis helyen irradilis értéket vesznek fel, igy

pl. SIN2 irracionalis.

5. Feladat: Dontsd el az alabbi szamokrol, hogioredisak vagy irracionalisak:

_ 1 log,9
a=SInr, b=|0929, Czlgm, d=\/§

Il. Algebrai és transzcendens szamok

A raciondlis szamok halmazéaban nem oldhaté meg-aax0 egyenlet.
Ezért valt szilkségessé a szamfogalom tovadldtidse, az algebrai szamok ér-

telmezése a racionalis szamok halmazanak lehetdégesztéseként.

Definicio;: Az a szamot algebrai szamnak nevezzik, ha létezik algaionalis

eqgyutthatos, legalabb éfekld polinom, melynek aa szam gyoke.

Az algebrai szamok halmazanak jefe:
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6. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha a algebrai szkkor |étezik olyan egész
egyutthatds, legalabb éfeku polinom is, melynek aa szam gyoke.

7. Feladat: Igazoljuk, hogy minden raciondlis szdgebrai szam!

8. Feladat: Mutassuk meg, hogy azi/g«/éiﬁ és b=+/3+%/2 irracionalis

szamok is algebrai szamok!

Bizonyithatd, hogy barmely két nullatol kuloniddalgebrai szam dsszege, ki-
lonbsége, szorzata és hanyadosa is algebrai szam.

Lathato, hogy minden racionalis szamokbol allé dyfgezés algebrai szam.
Forditva viszont nem igagalois bizonyitotta be, hogy van olyan 6t6dfoku po-
linom, melynek nincs megoldd képlete, azaz a gydken adhatok meg gyokki-

fejezés segitségével. llyen pl. aZ—4x — 2 polinom is.

Cantor bizonyitotta be 1874-ben, hogy az algebrai szahadkaza, ugyanugy,

mint a természetes és a racionalis szamok halmamaén csak megszamlalha-
téban végtelen. Ez bizonyitja, hogy vannak nem lakgjeszamok is, ezeket
transzcendens szamoknak nevezzik. Az elnevealestsl szarmazik, és az a
magyarazata, hogy ,ezek a szamok tulhaladjak azbedgy modszerek teljesit

képességét”.

Liouville 1851-ben bizonyitotta, hogy az
1 1 1 1
0! + 1 + 21 + 1
1¢" 10 100 1C

Végtelen mértani sor 6sszege transzcendens szam.

+...
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Osszegzésiil tekintsuk at egy bemutat6 segitségéwelgismert szamhalmazo-
kat, most mar az algebrai szamok halmazanak figystevéetelével!

Lasd a mellékelt Power Point bemutatot!

| 0,35335333533335- |

B3z A

\/Elogp :

5 1 2
’ Ig 3
SIN 77 3
2 Jloo_JZ

0,2735353535 ...
354237
0,248163264128256...

i

A trigonometrikus, exponencialis és logaritmus figgyeket transzcendens
fuggvényeknek nevezik, mert bizonyithatd, hogy kidkisem halad keresztil
egynél tobb ,algebrai ponton”, azaz olyan pontoelymek mindkét koordinata-

ja algebrai. Ezek az algebrai pontok valamelyikrkomata tengelyen vannak.

9. Feladat: Add meg a sinx, cosx, tgx, ctgk,1®, logx, Igx fllggvények algeb-

rai pontjait!
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. A ® és az szam

A & torténete, jelenbsége

1739-ben javasolt&uler, hogy a kor kerlletének és atiének aranyat a
betivel jeloljuk. A« torténete azonban sokkal korabban kelzdt. Az egyipto-

2
mi Rhind-papiruszon (ie. 2000-1700) a kor terUIaté‘-{d —%) képlet talalha-

t6, ahold a kor atmétsjét jelol. Eszerinbr=28—516: 31605. Ugyanekkor Mezopo-

tamiaban ar=3 vagy an=3,125 joval durvabb értékeket hasznaltak. Az india

~Szulvaszusztrak” kb. ie. 500-balértékére két érdekes kifejezést adtak. Ezek a

2
m=18[(3-2/2) és aﬂ:4[€1—}+ t 1, 1 j .
8 8[29 8[P9[6 8[PI[HIB

Mas indiai niivekbenr-t +/10 -nek vették.

A gorogArkhimédész (ie. 287-212) KORMERES ciinmiivében a kor keriile-
tét a korbe irt és a kor koré irt szabalyos sokskzdgruletével kdzelitette meg.
A szamitast a 96 oldalu szabalyos sokszogre elvégez talalta, hogy

31—0 << 31
71 7

A lll. szdzadban élt kinafluj a kor keruletét a korbe irt 3072 oldald szabalyos

sokszoggel kozelitette meg, és igy=38,14159 értéket kapta.

Mintapélda: Az egységsugaru kor kertletét a korb2'i{(n=2, 3, 4, 5, ...) olda-

l0 szabalyos sokszdoggel kozelitjuk.
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Megoldas:

A kor kertiletének kozelitése

Jeldlje § a korbe irt szabalyos n-szdg oldalhosszuséagat.
Az abra szerint gg=2, $,= b, dbe=2 &k p , S=0pp
Az ABC derékszog haromszdg terilete

t:dAD[dBD — dAB[dCD
2 2

azaz

2 2 _ 42 2
dAD[HBD__dABDUQD'

Mivel Pithagorasz tétele szeridl,, =d, ~ da,. 2t kapjuk, hogy

(a- g2 )z, =acHoe

4
azaz

4-g )z =5



DIAK MUNKAFUZET Algebrai és transzcendens szamok 9

Ezt az egyenletet megoldva, a geometriai feltéredkknegfelél megoldas:

S, =y2-+4-5 .
Mivel tudjuk, hogy

54=\/§, ezért58=\/2—\/§, 516=\/2—\/2+\/§, e
Szn:Jz—J2+J2+...+& |

n-1 db egymasba skatulyazott négyzetgyokkel.

n
Ezek szerint a korbe irt' ®ldali szabalyos sokszog kerUIe% [ 32“ ,

azaz az egységsugaru kor keriletét megkéozelithatjik

kz2”[{/2—\/2+J2+...+ﬁ

ertékkel, mely n-1 db egymasba skatulyazott négy#it tartalmaz.

Ez a kifejezés tehattkozelit értékét adja meg.

A XVI. Szadzadbarudolph 35 tizedes jegyig szamitottakiertekét, ezért a-t

szokéas Ludolph-féle szamnak is nevezni.

A m értéke 35 tizedes jegyig:
3,1415926535 8979323846 2643383279 50288

A XVII. szazadbariLeibniz egy végtelen sor segitségével adta rﬁ&éjtékét:

71 11 1 1 1 1 1
—=]l-—-+ -+ - 4+ - 4+

4 3 5 7 9 11 13 15
Azota is ez a legegyszdibb és legszebb kifejezése.
Lambert 1761-ben igazolta, hogymairracionalis, majd.indemann 1882-ben

igazolta ar transzcendencigjat is.
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Az eszam

1748-ban vezette be Euler az e szamot, a matemegiji legfontosabb sza-
mat. Azonban ennél joval kordbbawapier logaritmusral irt Mivében jelentek

meg az el§ utalasok az e szamra 1618-ban.

Népszeiisegére jellemg hogy vicc is szlletett réla:

Rettegve rohannak a fliggvények az utcan, szintikiielegymast:

- Gyertek fuggveények, fusson, ki merre lat!

Az egyik nyugodtan szivarozva sétalgat tovablto&xmajdnem keresztilesik rajta rohanas
kdzben és rafdrmed:

- Te silket vagy? Miért nem futsz? Nyakunkon a nmbdkederivald rém!

- Na és? - sétal tovabb nyugodtan a figgvény: é@edx vagyok.
Ki nem érti a vicc poénjat® nézzen utana aZ figgvény differencialhanyadosana®!
Az e szam definicioi:

1. 1,1, 1 1
e=—+-—+—+—+—+...

o 1 2 3 4

. 1Y
e= 1+—
',!HJ( n)
Harminc tizedes jegyre:

e=2,718 281 828 459 045 235 360 287 471 35...

Az e szam a természetes alapu logaritmus alapszanzaeéfiiggvény kilonle-
ges jeleniségét az adja, hogy a derivaltja 6nmaga.

1873-bamHermite bizonyitotta be ész6r, hogy az szam transzcendens.

Gyijtomunka: Keress érdekességeket a konyvtarban vaigyesineten ar és az

e szamok torténetével kapcsolatban, kenegsrseket!
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V. A Buffon-féle tiiprobléma, a kor néqyszogesitése

A Buffon-féle tiiprobléma

1777-berBuffon vetette fel a Jjfiprobléma” néven kdzismertté valt feladatot.
Ennek megoldasaval nagyon érdekes ld@gjet adott a kisérleti meghataro-
zasara. A feladatot a kdvetkd@ppen fogalmazhatjuk meg:

Rajzoljunk egy vizszintes lapra azombgvolsagban levparhuzamos egyene-
seket. Dobjunk erre a lapra véletlensieer, iranyitas nélkil egy< d hosszusa-
gu tit. Mi a valoszifisege annak, hogy & imetszi valamelyik egyenest?
Feltehetjik, hogy ditkbzéppontja egy a parhuzamos egyenesekrélegese

egyenesre esik.

—5in
> @

I |
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A ti helyzetét ekkor a metszés szempontjabdl egyéaiainellemzik az abran
jelolt ¢ és x adatok, melyekre

O<¢g<n

O<x<d

Kdnnyen lathatd, hogy & takkor metszi valamelyik egyenest, ha
| .
0<x<—sin
,Sing
vagy
d —Iisin¢ <x<d

Abrazoljuk koordinata-rendszerben az egyahségek altal meghatarozott

ponthalmazokat:
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A geometriai valoszifséget a kedvézerilet és az 6sszes terllet hanyadosa-
ként kapjuk meg, tehat annak a valoigéyge, hogy ditmetszi valamelyik

racsvonalat:

_2%[’j;sin¢ do

b= _J-cosg], _ifi+1) _ 20

nid nid nid nid

Innen kifejezhetjik a& kdzelit ertékét:

201 211
T= ~
diP dOj,

aholv, a relativ gyakorisdga annak, hagylobas esetén & tnetszi valamelyik

racsvonalat. 1850-bewolf végezte el ékzor a kisérletet, €s 5000 dobas utan
értékére 3,1596-ot kapott.

A BuffonsNeedles.exs&imulacios programmal nekiink is lefsiglnk van ra,
hogy kisérleti aton meghatarozzaleértékét sokkal tébb véletlen dobés, és joval

kényelmesebb kortlmények kdzott.
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Egy kép a szimulaciés programbdl:

=2

ﬂF' Form1

| Show distribution chart |

Needles to drop Line spacing
" 1.000 20 — - i LA e e -
10,000 = ‘l‘-ﬂ T TS Y
€ 100000 Needle length X mﬂ.ﬁm ‘%.’ Wﬁ.
&+ 1,000,000 20 il By
" 10,000,000
Mate: Meedle length
{100 Oun. o0y lirnited bo e times the line
spacing

Drop needles (1st 1000 plotted) I

Fast drop (assumes neadle length=spacing) I

G «w%mﬂh wmt/ ><f

p = 635195/1000000=20/20 = 0.635
Esztimate of Pi= 2/p= 3.148639

estimator of Fi.

Run time: 3.734 seconds

Buffon's MNeedles algorithm estimates Pi by

635195 of 1000000 lines crossed gridline counting craossings of needles dropped
Probability adjusted for ratio of spacing to randomly on a grid of horizontal lines and
needle length = counting line crossings.

Accurate estimates require sewveral milllion
trials. making it an interesting but rather poor

Copyright © 2005, Gary Darby, we DelphiForFun.org

A kor négyszogesitése

A matematika torténetének évezredeken at az eggiképszdibb feladata volt

a kor négyszogesitése, azaz olyan négyzet szetkesetiklidészi szerkesztés-

sel, azaz csupan egyenes vonalzd ésoksegitségével, amelynek tertlete egy

adott r sugart korx teriiletével egyedl

Az euklidészi szerkesztés fogalma

Nézzik meg észor, mit is kell értenlink pontosan euklidészi lszsztésen!

A vonalzét két adott ponton atneegyenes meghuzasara, a kbypzedig adott

k6zéppontu és adott sugaru kér megrajzolasara akhstjuk.
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Definicio: Alapszerkesztéseknek nevezzik

a) két egyenes metszéspontjanak meghatarozasat
b) egyenes és kor metszéspontjanak meghatarozasat
c) Két kor metszéspontjanak meghatarozasat.

Az alapszerkesztések véges szamu ismétlésével hagpatd szerkesztéseket

euklidészi szerkesztéseknek nevezzuk.

10. Feladat: Egy adott egységszakasz, tovablaéesb szakaszok ismeretében

szerkesszilk meg euklidészi médon az
a+b, a—b, a-b% (b#0) ésa

hosszUsagu szakaszokat!

Ennek alapjan az egységszakasz ismeretében mey smfjrkeszteni euklidészi
mddon barmelyik raciondlis szamot a szamegyenezem, Kivil pedig azokat a
szamokat, melyek racionalis szamok, alépetetek €s négyzetgytkvonas segit-
ségével véges szamu lépésbaiaktithatok. Nem szerkesztliét meg viszont a

transzcendens szamok, melyek nem allithatélilygn modon.

A kor négyszogesitésének lehetetlensége

Adott az r sugart koér, ennek teriilete, m vele azonos teriilehégyzet oldala

r&/m.

Mivel ar transzcendens szam, ez nem szerkesgzthey euklidészi médon, ez-

zel eldblt, hogy a kor négyszogesitése lehetetlen feladat.
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Hilbert 7. problémaja

Végul egy érdekességlilbert 1900-ban a parizsi matematikai kongresszuson
tartott hires éladasaban 23 egys#en megfogalmazhaté matematikai problé-
mat vetett fel, melyek megoldatlanok voltak, ésakkori matematikai technika

szamara nem is latszottak egyhamar megoldhaténalegiik legreménytele-

: s 2
nebbnek &né probléma annak a bizonyitasa volt, hogy2a transzcendens

szam. Harom évtizeden &t a leghalvanyabb reménynsetatkozott arra, hogy
valamilyen iranybol meg lehetne kozeliteni a prodé Veégul 1934-ben
Gelfond, majd 1935-berschneideregymastol fuggetlendl igazoltdk a kdvetke-
z6 tételt:

Gelfond-Schneider téteHa a 0-t6l és 1l kilonb6a algebrai szam, és nem

raciondlis algebrai szam, akkal transzcendens szam.

/2
A Gelfond-Schneider tétalbrogton kovetkezik, hogy & ’ transzcendens szam.

Megjegyzes: Az Euler-féle

azonossagbol, ahbhz imaginarius egység=~-1,

") =(-2)"

e =(-1

Ez pedig a Gelfond-Schneider tétel szerint azhjelaogy€™ transzcendens.



